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Unidad 1
NUumeros reales

A lo largo del tiempo, las personas fueron creando distintos tipos de numeros para dar
respuesta a nuevas necesidades: contar objetos, representar deudas, dividir cantidades o
medir con mayor precision. Asi surgieron distintos conjuntos numéricos, cada uno con
caracteristicas propias.

Conocer como se relacionan entre si, qué operaciones permiten y qué propiedades cumplen
es fundamental para resolver diferentes situaciones matemadticas. En esta secuencia vamos a
explorar los principales conjuntos numéricos, sus elementos, formas de representacion y las
operaciones que se pueden realizar en cada uno de ellos.

Conjuntos numéricos

Todos los conjuntos numéricos tienen infinitos elementos. Los nimeros naturales (N) son los

primeros que surgieron, y se utilizan para contar o enumerar objetos. Se representan asi:

N={1,23,45,6,..}

Los numeros enteros (Z), incluye a los naturales, a sus opuestos (negativos) y al cero:
Z={.—4-3-2,-1,01273,4,..}

Tanto N como Z son conjuntos discretos, ya que no existe ningun nimero entre dos

elementos consecutivos. El conjunto de los nimeros naturales esta incluido en el de los

numeros enteros, es decir, se cumple que NCZ. Ambos conjuntos pueden representarse en

la recta numérica con puntos aislados.

-B =5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 2 <] 7

El conjunto de los niumeros racionales (Q) esta formado por todos los nimeros que pueden
expresarse como el cociente entre dos enteros, con denominador distinto de cero.
Formalmente:

b
Q:{Z/ b, c EZyc;tO}
Al dividir b por c, se obtiene un nimero decimal que puede ser:

. . 1
e Decimal exacto: por ejemplo, 0,5 = >
. .y g . a 2
e Decimal periddico: por ejemplo, 0,2 = 5
También se incluyen los enteros, ya que pueden escribirse como fraccién (por ejemplo, 2 = I)

Es decir, este conjunto incluye a todos aquellos nimeros que pueden ser escritos como
fraccién. Algunos ejemplos de numeros racionales pueden ser:

3 12 .1 3

12 0,1
2 1 9 1
Este conjunto también tiene infinitos elementos e incluye a los conjuntos ya vistos NCZcQ.
Siendo un conjunto denso, ya que entre dos numeros racionales siempre es posible encontrar



otro racional. Sin embargo, no es completo, debido a que hay puntos en la recta numérica que
no son racionales.

Para completar la recta numérica aparecen los nimeros irracionales (I), que no pueden
expresarse como fraccion y cuya expresidon decimal es infinita no periddica. Algunos ejemplos:
m = 3,1415926 ... e =2,718281 ... V2 = 1,414213 ...

Asi, los numeros racionales unidos a los irracionales conforman el conjunto de los nimeros
reales (R).

R=QUI

Este conjunto es denso y completo siendo representado en su totalidad por la recta numeérica.

Es importante para comenzar con esta lectura que se tome conocimiento de algunos de los
simbolos propios del lenguaje matematico.

= igual < menor que c incluido {},@ vacio

#  distinto < menoreigualque [A vy = implica

=~  aproximado 3  existe V o < doble implicacién
~  proporcional A  noexiste / talque J/  paralelo

> mayor que € pertenece U unién 1 perpendicular
= mayor oigual que | & no pertenece N interseccion 4 angulo

Operaciones con niimeros enteros

Adicidn y sustraccion

Para sumar dos numeros enteros debemos tener en cuenta el signo de cada nimero:
e Sisoniguales, sumamos su valor absoluto y el signo es el de ambos.

e Si son distintos, restamos los valores absolutos y el signo es el del nimero con
mayor valor absoluto.

Porejemplo: 2 + 5 =7 —2-5=-7

—2+5=3

Para restar dos numeros enteros a y b operamos de la siguiente manera:
a-b =a+ (—b)

Es decir, a a le sumamos - b (el opuesto del nimero b).

2-5=2+ (=5 = -3

Por ejemplo: 4- (-5 =4+5=9



Supresién de paréntesis
e Los paréntesis precedidos por un signo + podemos suprimirlos, conservando los
signos de los términos que encierran.
Por ejemplo: Realizar la siguiente operacion

2+ (4-5)-6+(-1+3)=
Como ambos paréntesis estan precedidos por signos positivos, entonces:
2+4-5-6-1+ 3=

Ahora podemos agrupar los términos positivos, por otro lado, los negativos y los restamos
(esto es opcional para ordenar el calculo):

(24+4+3)-(5+46+1)=

e Los paréntesis precedidos por un signo - podemos suprimirlos, cambiando los signos
de los términos que encierran.
Por ejemplo: Realizar la siguiente operacion

6-(7-5)-2-(—-4+3)=
Como ambos paréntesis estan precedidos por signos positivos, entonces:
6-7+5-2+4-3 =
Agrupamos:
(6 +5+4)-(7+2+3) =
15-12 = 3

Supresidn de paréntesis, corchetes y llaves
Se suprimen en orden: primero los paréntesis ( ), luego los corchetes [ ] y por ultimo las llaves
{ }. Para hacerlo, seguimos el mismo procedimiento que usamos para suprimir paréntesis
comunes. Es importante mirar el signo que esta justo antes del signo de agrupacién:

e Sihay un signo +, los signos de adentro no cambian.

e Sihay un signo -, los signos de adentro cambian todos.

Por ejemplo: Realizar la siguiente operacién
21 -{20-[10—-(8—-3)+(8+9)—11]+2}+9 =

1. Suprimimos paréntesis
Recordamos: si hay un signo menos delante del paréntesis, cambiamos los signos de
adentro, sino se conserva el mismo signo.

21—{20—[10-8+3+8+9—11]+2}+9 =

2. Suprimimos corchetes



Corchetes precedidos por —, asi que cambiamos todos los signos de adentro:

21-{20—-10+8-3-8-9+11+2}+9 =

3. Suprimimos llaves
Las Ilaves también estan precedidas por —, asi que cambiamos todos los signos:

21-20+10-8+3+8+9—-11-2+9 =

4. Podemos cancelar el —8 y el 8 pues la suma es cero, es decir—8 + 8 = 0

21-20+10+3+9—-11—-2+9 =

5. Agrupamos los términos (opcional para ordenar el calculo):
(21+10+3+9+9)—-(20+11+2) =
5. Resolvemos:
52-33=19
Multiplicacién y divisidon

Regla de signos:
e Cuando se multiplican o dividen dos nimeros de igual signo, el resultado sera positivo.

Por ejemplo: (-2)-(-3)=6 , 6-2=12
e Cuando se multiplican o dividen dos niumeros de distinto signo, el resultado serd
negativo.
Por ejemplo: (-5)-3=-15 , 5-(-3)=-15

Ejercicio resuelto: Resolver

(-1-8):(=3)+(9-2-5)(-2)-(-2) =

En este caso tenemos dos términos bien definidos. Recordemos que los signos de + y —separan

en términos:
primer termino segundo termino

(-1-8):(-3)+(9-2-5)-(-2)-(-2) =
A su vez, el segundo término, en el primer paréntesis también se puede separar

(—1—8):(=3) + (’55 - 7?) (=2) - (=2) =

Resolvemos los productos

(—1—-8):(=3)+(9—10)- 4 =

Luego las sumas/ restas

(=9):(=3) + (=1) 4=



En el primer término dividimos y en el segundo multiplicamos
3+ (—4) =

Finalmente operamos
3—4=-1

Observacion: la division por cero es una operacidn que no estd definida. Esto significa que no
se puede realizar una operacion de division cuando el divisor es cero. Recuerde entonces: no

se puede dividir por cero.

Propiedad conmutativa

En matematicas, la propiedad conmutativa establece que el orden de los elementos no afecta
al resultado de una operacidn. En el caso de la multiplicacién de numeros enteros, esto se
cierto, es decir, el resultado es el mismo sin importar el orden de los elementos. Por ejemplo
2-3 = 3-2.Ambas expresiones dan por resultado 6 lo que demuestra que la multiplicacion
de nimeros enteros sigue la propiedad conmutativa.

Sin embargo, en el caso de la divisidén de nimeros enteros, esta propiedad no se cumple. El
resultado de dividir un nimero por otro puede cambiar si se intercambian los nimeros. Por
ejemplo: 6 + 2=3 pero 2 + 6=1/3. Esto muestra que el orden de los nimeros si afecta el
resultado en la division de nimeros enteros, lo que significa que la propiedad conmutativa no
se cumple en este caso.

En resumen, mientras que la multiplicacién de numeros enteros sigue la propiedad
conmutativa, la division de nimeros enteros no lo hace.

Potenciacion
Si a es cualquier nimero y n un ndmero entero positivo, entonces definimos

a= a.a...a
|
n factores a

(se multiplica a por si mismo n veces). Ademas, por convencion, definimos:
a®=1 (siempre que a # 0)

Notacion:

TR

TR

Potencia

Base

Potencias con base negativa y positiva
Cuando la base es negativa, el signo del resultado depende de si el exponente es par o impar:

e Siel exponente es par, el resultado es positivo.

e Siel exponente es impar, el resultado es negativo.

10



Eiemplos:
(=2)2 =(=2)-(=2) =4 (exponente par = resultado positivo)

(=2)3 =(=2)-(=2)-(=2) = —8 (exponente impar = resultado negativo
iCuidado! No es lo mismo:

(=3)?2 =9 (la base negativa estd entre paréntesis)
que
—32 = -9 (solo se eleva el 3, luego se aplica el signo menos)

Cuando la base es positiva el resultado siempre es positivo, sin importar si el exponente es
par o impar.

Propiedades de la potenciacién
e Propiedad distributiva de la potenciacidén con respecto a la multiplicacion
(a-b)"=a™-b"
Por ejemplo: (3-5)2=13%2.52

e Propiedad distributiva de la potenciacién con respecto a la divisidn
(a:b)™ =a™: b"
Por ejemplo: (6:3)%3 =63:33
e Propiedad del producto de potencias de igual base
am . gMm = ghtm

Por ejemplo: 23 .22 = 23%2

e Propiedad del cociente de potencias de igual base

a*:a™ =a*"™m
Por ejemplo: 23:22 = 2372
e Propiedad de la potencia de potencia

(@)™ = g™

Por ejemplo: (3%)3 =323

e Todo numero potenciado a la 1 es el mismo numero

Por ejemplo: 21 =2

Las potencias NO son distributivas respecto a la suma y a la resta.

Para calcular (2 + 3)?, primero sumamos los términos dentro del paréntesis, lo que nos da

2 + 3 = 5. Luego elevamos el resultado del cuadrado, obteniendo 52 = 25. Por lo tanto,

11



el resultado correcto de (2 + 3)? es 25, que no es lo mismo que 22 +32 =4 +9 = 13.
Este ejemplo ilustra que la potenciacién no es distributiva respecto a la suma.

De manera similar, para calcular (4 — 2)3, primero restamos los términos dentro del
paréntesis, lo que nosda 4 — 2 = 2. Luego elevar el resultado al cubo, 23 = 8. Por lo tanto,
el resultado correcto de (4 — 2)3 = 8. Esto no es lo mismo que 43 — 23 = 64 — 8 = 56.
Este ejemplo muestra que la potenciacion no es distributiva respecto de la resta.

(a+b)" #a™ + b™
Radicacidn

La radicacion es la operacién inversa a la potenciacidn. Se escribe Y/a la raiz de indice n o raiz
enésima de a, donde llamamos:

indice

o

TE]
I

T~

Radicando

Se distinguen dos casos segun el indice sea par o impar:
Raices de indice par
e Sielradicando es positivo: Va = c & c® =a con ¢ > 0 (c es positivo).
e Siel radicando es negativo: Va no tiene solucidn en el conjunto de nimeros reales,
porque ningun numero real elevado a un exponente par da un resultado negativo.

Por ejemplo:
a) V4 =2 porque 2% =4 con 2 > 0.LASOLUCION ES UNICA.
b) V=16 no tiene solucion en R.
c)
Raices de indice impar
La raiz enésima existe siempre, ya que los numeros negativos también tienen raices impares.

Va=cecc"=a

e Siel radicando es positivo entonces ¢ > 0 (c es positivo).
e Siel radicando es negativo entonces ¢ < 0 (c es negativo).

Por ejemplo:
a) V27 =3 porque 33 =27.
b) ¥Y=32=-2 porque (=2)°=—32.

Ademds, Y0 = 0 sea n par o impar.
En todos los casos, si la raiz enésima existe en R, entonces es Unica.

Ejercicio resuelto: Resolver el siguiente ejercicio combinado

[4—5-(=3)+2—(2—5)2].4/5-23—22 =

12



Identificamos los términos a resolver: Dentro del corchete tenemos cuatro términos bien
definidos, y dentro de la raiz cuadrada, dos.

PS5 (D+3-C- ][5z 2=

Resolvemos las potencias

[2—5-(—3)+”2“—(2—5)2]. /g;g—ﬁ=

Calculamos la resta dentro del paréntesis

A-5D+7- 9] [5:8-4=

Calculamos la potencia

[2—5-(—3)+’2"—75]. /i'ﬁ_fi

Resolvemos las multiplicaciones

(7- (15)+7 - 5] Va0 =4 =

Eliminamos paréntesis

[4+15+2—9].V40 — 4 =

Operamos sumas y restas

[12].V/36 =

Extraemos raiz cuadrada y finalizamos

12-6 =72

Operaciones con numeros racionales
Recordemos que los numeros racionales son todos aquellos nimeros que se pueden escribir

.z . a ’
como fraccion, es decir, son de la forma b donde a y b son nimeros enterosy b # 0

Adicidn y sustraccion

Cuando las fracciones tienen el mismo denominador, se suman o se restan los

numeradores.

Ejemplos:
3 2 5
7v7°7
5 1 4
9 9 9

Cuando las fracciones tienen distinto denominador hay que hallar un comdun
denominador, preferiblemente el minimo comun multiplo (m.c.m) de los
denominadores. Una vez que se tiene el m.c.m, hay que convertir ambas fracciones a
fracciones equivalentes con ese denominador, luego sumar o restar los numeradores
y finalmente simplificar el resultado si es posible, esto se realiza dividiendo numerador
y denominador por un mismo nimero.

Eiemplos:

13



m.c.m(3;4) =12

Wl N
+
| o

Entonces

2 5 8 15
37112 127
También podemos resolver sin escribir las fracciones equivalentes. En lugar de convertir
cada fraccién, usamos el minimo comun multiplo (m.c.m), dividimos el m.c.m por cada
denominador y multiplicamos ese resultado por el numerador correspondiente, como
se muestra en el siguiente ejercicio.

Eiemplo:
25431 _ 13

5 1
4+ = = — m.c.m(6;4) =12
6 4 12 12 (6;4)
Multiplicacidn y divisién
e Para la multiplicacién sélo se debe multiplicar numerador con numerador vy
denominador con denominador.

Antes de multiplicar, si es posible, se simplificard cruzado (un numerador con el
denominador del otro). Esto hace que el resultado sea mas facil de simplificar después.

3(5)_ 15
4 2/ 8

e Para la division se debe invertir la fraccién que divide y luego multiplicar.

Ejemplo:

o &

S Q
ala
S Q

Ejemplo:

N s

N Ul
Il
N
vl N
Il

Potenciacion

e Cuando elevamos una fraccion a un numero entero positivo, se eleva tanto el
numerador como el denominador.

(%)n =L (conb # 0)

Ejemplos:

14



(2)4 24 16

3/ 3% 81

Si el exponente es negativo, se invierte la fraccién (se toma el reciproco) y se hace
positivo el exponente

"= ==

B -6 -5
(3 = (3 -3

También se pueden aplicar las propiedades generales de la potenciacién ya explicadas
para los nimeros enteros (producto de potencias, potencia de una potencia, etc.)

Ejemplos:

Ejemplo:

Radicacion

e Se saca la raiz del numerador y del denominador por separado (si es posible).

nfa “a
- =— (cona,b = 0yb + 0)
b b
Ejemplos:
9 V9 3
16 16 4
(8 V8 2
27 327 3

e Si no se puede sacar la raiz exacta, dejamos la expresidon en forma de raiz o la

convertimos en decimal cuando sea necesario.

2_V2
575

A veces se racionaliza el denominador para evitar raices en él:

ﬁ_<ﬁ>_<x/§>=x/1_o

Nl

V5/ \V5

e Simplificar la fraccidn antes de sacar la raiz facilita el calculo.

5
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Eiemplo:

’50
7: V25 == 5

Ejercicio resuelto: Resolver el siguiente ejercicio combinado

ST A R T Y g |y
4 4 144

Identificamos tres términos principales:

2+ () —5)- |5 p-1)] + |2
" \4 N 4 144

Resolvemos potencias y raices

Divisién y resta

Calculamos los productos

Restamos y realizamos la potencia

Sacamos m.c.m., operamos y simplificamos
23-12-9-3+5 23-12-9-3+5 254 127

12 12 12 6

Propiedades de la radicacién
Las propiedades de la radicacion son Utiles para manipular expresiones que involucran

radicales. Aun cuando antes no las hayamos trabajado explicitamente con nimeros enteros,
es importante remarcar que estas propiedades son vdlidas tanto para nimeros enteros,
como para fracciones (numeros racionales) y también para nimeros reales en general,
siempre que las raices estén bien definidas. Las principales propiedades son:

e Raiz de una raiz: Cuando tenemos la raiz m-ésima de la raiz n-ésima de a , podemos
escribir una Unica raiz cuyo indice es el producto m - n es decir

e Raiz de un producto: Cuando tenemos la raiz n-ésima de un producto, podemos
distribuir la raiz a cada uno de los factores del producto, es decir



n n
Va-b="%a-Vb
e Raiz de un cociente: Cuando tenemos la raiz n-ésima de un cociente, podemos
distribuir la raiz a cada uno de los factores del cociente, esto es:

a Aa
b b

e Eliminacién del radical: Va™ = a © nesimpar y Va" = |a| © n es par, siendo

n

este ultimo el valor absoluto de a que geométricamente se define como la distancia
a sia=0

de a al cero y analiticamente como: |a| = { . .
—a sia<0

Estas propiedades son validas siempre que la raiz esté bien definida en el conjunto de los
numeros reales. En particular, cuando el indice de la raiz es par, los valores dentro del radical
deben ser no negativos para que el resultado sea un numero real. Por eso, hay que prestar
atencion a las condiciones de aplicacién. Por ejemplo, la propiedad de la raiz de un producto
0 un cociente para el caso de indice par solo es vélida si los factores del producto o del cociente
son numeros reales no negativos. Veamos algunos ejemplos:

V900 = v9-100 = V9-V100 = 3- 10 = 30
V27-8=327-Y8=3-2=6

V16 = V16 =2

*1V256 = 4256 = 2

Potencia fraccionaria
Por otro lado, las potencias fraccionarias guardan una estrecha relacién con las raices:

Ya™ = gn
Sin embargo, esta relacidén es valida bajo ciertas condiciones. Por eso, es importante tener
precaucion, especialmente cuando el indice de la raiz es par y el radicando es negativo. Al
igual que con las otras propiedades, debemos asegurarnos de que los nimeros involucrados
cumplan con las condiciones necesarias para que la raiz esté bien definida en el conjunto de
los nimeros reales.

En este contexto, podemos agregar que las propiedades habituales de las potencias siguen
siendo validas, ya que se trata simplemente de potencias con exponentes fraccionarios.

6 6
/56 =53 =52 =25 J4b =47 = 43 = 64
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Observacioén: La radicacién no es distributiva respecto a la suma ni a la resta

Una confusién comun es pensar que se puede "distribuir" |a raiz sobre una suma o una resta.
Sin embargo, esto no es valido:

Respecto a la suma

e VA+9#V4+9
e V449 =+/13 que esun numero irracional.
e V44++9=2+3=5

Respecto a la resta

e VI6—9#+vV16—9
e V16—-9=47 gue es un numero irracional.
e V16—-V9=4-3=1

Estos ejemplos muestran que la radicaciéon no es distributiva respecto de la suma ni de la
resta, y por eso hay que actuar con cuidado al trabajar con expresiones que involucran
radicales y operaciones combinadas.

Pasaje de decimal a fraccion
Decimales exactos, son aquellos numeros que tienen una cantidad finita de cifras decimales,

y cuando los expresamos como fraccidn, el denominador es una potencia de 10. Por ejemplo:

157 = 152 S 0923 =22
P4 =700 ° 222 = 7000

Para escribirlo en forma de fraccidn se colocan en el numerador todas las cifras del nimero y
se divide por la unidad seguida de ceros, con tantos ceros como cifras decimales tenga el
numero.

Decimales periddicos puros, son aquellos numeros que repiten la totalidad de sus cifras
decimales en forma periddica. Por ejemplo:
. 152-1 ) 923

1,52 99 (0} 0,923=@

Para escribirlo en forma de fraccién se colocan en el numerador todas las cifras del nimero y
se resta la parte entera. Dividiendo luego por tantos 9 como cifras decimales tenga el nimero.

Decimales periddicos mixtos, son aquellos nimeros que tiene cifras decimales periddicas y
no periddicas. Por ejemplo:

153 152 — 15 . 0953 923
STy ° 7% T 59

Para escribirlo en forma de fraccién se colocan en el numerador todas las cifras del nUmeroy

se resta la parte no periédica. Dividiendo luego por tantos 9 como cifras decimales

periddicas tenga el niUmero y tantos 0 como cifras no periddicas.




Unidad 2
Expresiones algebraicas

Expresiones Algebraicas

Si consideramos el conjunto de nimeros reales y un conjunto de variables (indicadas con
letras) y combinamos elementos de estos conjuntos con operaciones aritméticas obtenemos
las llamadas expresiones algebraicas. 'eamos algunos ejemplos

Expresiones algebraicas
x> —4

x2

2—x73 2x3y — 16y x? + 2xy + y? Vt -3t

Llamaremos expresiones algebraicas enteras a aquellas en las que las variables estdn
elevadas a exponentes enteros no negativos. Veamos algunos ejemplos

Expresiones algebraicas enteras
2x — 3x3 2x3y —16y | V3—-+2g | x*+2xy+y? 2—t

Llamaremos términos algebraicos a los sumandos de una expresion algebraica.

Por ejemplo, la siguiente expresion algebraica tiene tres términos

2 1 21

"x —2xy‘+'y

En cada término se distinguen una parte numérica también llamada coeficiente (que es el
numero real) y una parte literal (que incluye las variables con sus exponentes)

—2 x2
(aX Y
/

Coeficiente Parte literal

Aquellos términos algebraicos con idéntica parte literal, se denominan términos semejantes,
por ejemplo

Términos algebraicos semejantes

3
Zx4 —0.3x* 3x* —\7x4

En este capitulo estudiaremos expresiones algebraicas con una sola variable (x).

Polinomios

Definicién: un polinomio P es una expresion algebraica entera. Para el caso de una variable,
se llama polinomio de grado n a toda expresion de la forma:
P(x) = apx™ + ap_x™ 1+ -+ ax? + a;x + ag

donde n €Ny, a,, a,-41,..,a,a,a90 ER y a, #0 . Estos ndmeros son llamados
coeficientes del polinomio P, en particular, a, es el coeficiente principal y a, el término
independiente.
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Observacion: De la definiciéon de polinomio se puede observar que las expresiones del tipo
P(x) = a, son polinomios de grado 0, pero no incluyen a P(x) = 0 ya que debe ser a,, # 0.
Este caso lo consideramos aparte:

Definicion: Polinomio nulo es aquel que tiene todos sus coeficientes iguales a 0 y se anota

P(x)=0

Vamos a convenir en que el polinomio nulo no tiene grado.

Caracteristicas de los polinomios:

v' La notacién P(x) es para indicar que el polinomio es una expresién algebraica en la
variable x.

v Elgrado de un polinomio es n, es el mayor exponente de la variable x y lo denotaremos
por gr(P).

v Un polinomio se llama mdnico cuando su coeficiente principal a,, = 1.

v" Se dice que un polinomio estd ordenado cuando los términos algebraicos que lo
forman estan escritos en forma creciente o decreciente segun los exponentes de sus
variables. En este curso los ordenaremos en forma decreciente.

v Un polinomio esta completo si tiene todos los términos.

v" Segun la cantidad de términos, un polinomio se denomina monomio (si tiene un
término); binomio (dos términos); trinomio (tres términos); cuatrinomio (cuatro
términos).

. . Coeficiente Término Grado del e s

Polinomio .. . . . . Clasificacion

principal | independiente | polinomio

P(x) = —-5x*—-2x+1 -5 1 2 Trinomio
Q(x) = 2x 2 0 1 Monomio
3 1 3 . .

R(x) = Zx4 - Exz +x+7 - 7 4 Cuatrinomio
S(x) = 34x° — 17x? 34 0 5 Binomio
T(x) = —V/5x3 -5 0 3 Monomio

Valor numérico o especializacion de un polinomio

El valor numérico de un polinomio P(x), es el valor que toma el mismo para un determinado
valor de la variable x. Se suele decir que el polinomio P(x) esta especializado en ese valor.

Polinomio Valor numérico en...

P(x)=-2x*+3x—1| x=-1 |P(-1)=-2(-1D)*+3(-1)-1=-2-3-1=-6

Q(x) =3x*+x%-5 x = Q(1)=3.1*+1?-5=3+1-5=-1

R(x) = x* 4+ x3 — 6x2 x=2 |R(2)=2*+23-6.22=16+8-24=0
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Operaciones entre polinomios

Suma de polinomios

La suma de dos polinomios es otro polinomio cuyos términos se obtienen sumando los
términos semejantes. Dicho de otra manera, dados dos polinomios P(x) y Q(x) el polinomio
suma P(x) + Q(x) se obtiene sumando entre si los términos de igual grado de cada uno de
los polinomios.

Ejemplo: Calcular P(x) + Q(x), siendo
P(x) =3x?>—-2x+5
Q(x)=x*+4x—1

PO)+Q(x)=Bx?=2x+5)+(x%+4x—1) = Bx2+x)+(—2x+4x)+ (5-1) =
=4x%2+2x + 4

Definicién: se llama opuesto del polinomio P(x) = a,x" + -+ a,x* + a;x + a, al
polinomio que sumado a P,da como resultado el polinomio nulo. El opuesto de P tiene el
mismo grado que P y sus coeficientes son opuestos de los coeficientes de P .

Se denota por —P:

—P(x) = —a,x™ — - — a,x* — a;x — a,

Ejemplo: El opuesto del polinomio P(x) = —2x? + 3x — 1 es el polinomio
—P(x)=2x2—-3x+1
Ya que

—2x2+3x—1+(2x>—-3x+1) =
=(-2+2)x*+B-3)x+(-1+1) =0

P(x) + (—P(x))

Resta de polinomios

Dados dos polinomios P(x) y Q(x) la resta P(x) — Q(x) es el polinomio que se obtiene de
sumarle a P(x) el opuesto del polinomio Q(x):

P(x) —Q(x) = P(x) + (=Q(x))

Ejemplo: Calcular P(x) — Q(x), siendo
P(x) = 16x + 14
Q(x) =3x2+x-9
Para realizar esta resta debemos sumar al polinomio P(x) el opuesto de Q(x).
P(x) —Q(x) =P(x) + (—Q(x))
= (16x + 14) + (-3x2—x +9)
=-3x2+ (16— 1Dx+ (14+9)
= —3x2% + 15x + 23

Otra manera de realizar la resta de polinomios es directamente restando los términos
semejantes, es decir, aquellos que tienen la misma parte literal (misma variable y exponente).
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Es recomendable ordenar los polinomios segun los exponentes y usar paréntesis al aplicar la
resta.

Ejemplo: Calcular P(x) — Q(x), siendo
P(x) =3x%>—-2x+5
Qx) =x*+4x—-1

P(x)—Q(x) =(Bx?>*—2x+5)—(x?+4x—1)=CBx?—-2x+5 + (x> +4x—1)
=(Bx?—x)+(-2x—4x)+(5+1)=2x>—-6x+6

Multiplicacion
Multiplicacion de monomios

v Para multiplicar monomios se deben multiplicar los coeficientes entre si y luego
multiplicar las partes literales aplicando las propiedades de la potenciaciéon. Cuando
se multiplican dos o0 mas monomios, el resultado es siempre un monomio.

XM . M = pntm

Si alguno de los factores es el polinomio nulo el producto es el polinomio nulo
Eiemplos:

a) (3x)-(2x) = 6x? b) (—4x)-x5- (%xz) = —2x8

Multiplicacidon de un polinomio por un nimero real

v’ Para multiplicar un polinomio por un nimero real, se aplica la propiedad distributiva
de la multiplicacién respecto de la suma:

Eiemplo:
3-(2x3—3x245x—-1)=3-2x3+3-(-3x3)+3:5x+3-(-1) =
=6x3 —9x%2 +15x — 3
Multiplicacion de un polinomio por un monomio

v’ Para multiplicar un monomio por un polinomio, se aplica la propiedad distributiva: se
multiplica el monomio por cada término del polinomio, uno a uno.

Ejemplo:
2x - (B3x2 —=5x+4) = 2x - 3x® + 2x - (—=5x) + 2x - 4 = 6x3 — 10x% + 8x
Otro ejemplo:
—3x? - (x3 = 2x4+1) = —=3x? - x3 4+ (=3x%) - (-2x) + (=3x%) - 1 = —=3x> + 6x3 — 3x?
Multiplicacion de polinomios

v’ Para multiplicar dos polinomios, se aplica la propiedad distributiva: cada término del
primer polinomio se multiplica por todos los términos del segundo, y luego se suman
los productos obtenidos.

Ejemplos:
Multiplicar (x + 2) - (x + 3)
(x+2)(x+3)=x-x+x-3+2-x+2-3=x*+3x+2x+6=x>+5x+6
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Multiplicar (2x — 1)(x2 + 3x — 4)
Rx—1)(x*+3x—4)=2x - x*+2x-3x+2x-(—4)—1-x*—-1-3x—1-(—4) =
2x3+6x2—8x—x?—3x+4=2x3+5x>—11x + 4

Ejemplo resuelto

Resuelve la siguiente expresion combinando operaciones de suma, resta y multiplicacion de
polinomios:

E(x)=20Bx?-2x+5)—(x—3)(x+4) +5x(2x — 1)

En este ejercicio tenemos tres términos bien definidos, en el primero se trata de una
multiplicacién de un polinomio por un numero real, el segundo es la multiplicaciéon de dos
polinomios y el ultimo es el producto de un monomio por un polinomio. Una vez realizadas
estas tres operaciones se realiza las operaciones de suma y resta combinando términos
semejantes para simplificar la expresion final.

E(x)= 2(3x?=2x+5)— (x—3)(x+4) + 5x(2x — 1)

primer termino segundo termino tercer termino

1. Multiplicamos el polinomio por 2:

2(3x2 —2x+5) = 6x% —4x + 10
2. Multiplicamos los binomios

(x=3)(x+4) =x?+x—12
3. Multiplicamos el monomio por el binomio:
5x(2x — 1) = 10x? — 5x
Entonces tenemos
E(x) = 6x? —4x+ 10 — (x> + x — 12) + 10x? — 5x
Podemos restar los primeros dos polinomios
E(x) = (6x% —x?) + (—4x — x) + (10 — (—12)) + 10x? — 5x

E(x) = 5x% —5x + 22 + 10x? — 5x

Finalmente sumamos
E(x) = (5x% + 10x?) + (=5x — 5x) + 22

Conclusion, el polinomio obtenido es:

E(x) = 15x% — 10x + 22

Potencia de un monomio
Para resolver la potencia de un monomio se deben aplicar las propiedades:

« Distributiva de la potenciacién respecto de la multiplicacion map | (@ b)" = a™ - b"

e Potencia de otra potencia ) (x™m)™ = x™m
Ejemplos:
3 3
4 _ 4. 4 4 _E7 :_z ) 73:_i 21
a) (3x) 3*-x 81x b) 5x z (x 125x
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Productos Notables
Ahora estudiaremos tres casos especiales de productos de polinomios: el cuadrado de un

binomio, el cubo de un binomio y el producto de binomios conjugados. Estos productos se
denominan productos notables porque aparecen con frecuencia en ejercicios matematicos y
en diversas aplicaciones contextualizadas, y pueden resolverse rapidamente mediante reglas
sencillas.

Llamamos productos notables a aquellos productos de expresiones algebraicas que, por su
estructura particular, permiten ser resueltos aplicando férmulas conocidas. Reconocer estas
estructuras es util porque facilita los calculos y permite resolver operaciones con mayor
rapidez y eficiencia.

Cuadrado de un binomio
El binomio al cuadrado es el mds conocido de los productos notables y quizd el mas
utilizado en los problemas algebraicos. El desarrollo del cuadrado de un binomio nos da un
trinomio cuadrado perfecto esto es “el cuadrado del primer término mds el doble del
primer término por el segundo término mds el cuadrado del sequndo término”

(Ia+b)2'=a2+2-a-b+b2

e S

Cuadrado de un binomio Trinomio cuadrado perfecto

Es féormula proviene de aplicar la propiedad distributiva de la multiplicacién dos veces. Es
decir, consideramos que (a + b)? = (a + b) - (a + b) y multiplicamos los términos de
ambos binomios:

(a+b)(a+b)=a(a+b)+b(a+b)=a?+ab+ab+ b?=a’?+ 2ab + b?
Esto demuestra cdmo surge esta férmula, que permite calcular el cuadrado de un binomio
de forma rdpida, sin tener que expandir cada término manualmente.

Para el caso del binomio de una resta se tiene:

(a—b)2=a*—-2-a-b+ b?

Para llagar a esta férmula consideramos que (a — b)? = (a — b) - (a — b) y multiplicamos
los términos de ambos binomios aplicando la propiedad distributiva:
(a—b)(a—b) =ala—b)—b(a—b) =a?—ab—ab+ b? = a? — 2ab + b?

Eiemplos:
(x+3)2=x2+2x-3+32=x2+6x+9

(Bx—5)2=(3x)2—2-3x-5+5%=9x% —30x + 25

Cubo de un binomio
Andlogamente con el cubo del binomio:

(a+b3=a®+3-a’?-b+3-a-b*+b3
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En este caso, para llegar a esta férmula consideramos que (a + b)®> = (a + b)?> - (a+ b) y
utilizamos la formula del cuadrado del binomio desarrollada anteriormente:

(a+b)?:-(a+b) =(a?+2ab+b?)-(a+b) =a%*(a+b)+ 2ab(a+ b) + b?*(a+b)
= a’a + a®b + 2aba + 2abb + b%a + b?b
=a® + a?b + 2a?b + 2ab? + b?a + b3 = a® + 3a?b + 3ab? + b3

Para el caso de la resta se tiene:
(a—-b)3®=a®-3-a> b+3-a-b*-b3

Que se obtiene si consideramos que (a — b)® = (a — b)? - (a — b) de la siguiente manera:
(a—=b)?-(a—b) = (a®—2ab+b?») - -(a—b)=a*(a—b)—2ab(a—>b) + b*(a—>b)
= a’a — a’b — 2aba + 2abb + b*a — b*b
= a3 — a’b — 2a®b + 2ab? + b?a — b® = a® — 3a*b + 3ab?* — b3
Ejemplos:
(x+2)3=x3+3x2-24+3x-22+23=x3+6x*+12x+8

(2x—1)3=(2x)>—-32x)?-1+3(2x)-12-13=8x3—12x*+6x—1

Producto de binomios conjugados

Llamaremos binomios conjugados a aquellos que se diferencian Unicamente por el signo de
uno de sus términos, por ejemplo
a) x—3)y (x+3) b) (—x3 +4x) y (x3+ 4x)

(a—b).(a+b) =|a2 — bZI

Producto de binomios conjugados Diferencia de cuadrados

Esta expresidon se obtiene con la propiedad distributiva veamos en general que se obtiene

(a—b)-(a+b)=a2+a//5—b/d—b2=a2—b2

Ejemplos:
(x+4)(x—4)=x%2—-16
Bx+2)3x—-2) = (3x)? — 22 =9x%2 — 4

Casos especiales de factoreo

El factoreo es el proceso de descomponer una expresion algebraica en un producto de
factores mads simples. Esto significa escribir una expresién como el producto de términos que,
multiplicados entre si, dan como resultado la expresidon original. El factoreo es util para
simplificar las expresiones y resolver ecuaciones de manera mas sencilla.

A continuacidn, se presentan dos casos comunes de factorizacidon que se resuelven con reglas
faciles de aplicar.



Factor Comun

Este caso consiste en identificar un término que se repite en todos los monomios de una
expresion. Ese término puede extraerse como factor comun y colocarse fuera de un
paréntesis, simplificando la expresion.
Por ejemplo, si tenemos:

a-b+a-c=a-(b+c)

Cuando todos los términos de un polinomio tienen una parte en comun, se puede aplicar el
método del factor comun, que consiste en “sacar afuera” aquello que todos los términos
comparten.
Para aplicarlo:
e Se busca el maximo comun divisor (MCD) de los coeficientes numéricos de todos los
términos.
e Si todos los términos tienen la misma letra (parte literal), se extrae esa letra con el
menor exponente con que aparece.

Eiemplo:
6x* —9x3 + 3x%2 = 3x%2(2x2 - 3x + 1)
En este caso:
e EIMCDentre6,9y3es3.
e Todos los términos tienen x, y el menor exponente es 2 - se saca x2.

Otro ejemplo
Q(x) = 30x® + 18x> — 42x* + 6x3

Q(x) = 6x3.(5x3 +3x2 = 7x + 1)
En este caso:
e EIMCDentre30,18,42y6 esb.
e Todos los términos tienen x, y el menor exponente es 3 - se saca x°.

Diferencia de Cuadrados

La diferencia de cuadrados es un caso especial de factorizacién que ocurre cuando una
expresion tiene la forma de una resta entre dos términos elevados al cuadrado. Es decir, si
tenemos una expresién de la forma:

a? — b?

Podemos factorizarla usando una férmula muy sencilla que nos dice que la diferencia de
cuadrados se descompone como el producto de una suma por una resta de las mismas
cantidades:

a’? —b%?=(a+b)(a—Db)
Esta propiedad es muy util y se aplica siempre que tengamos una expresion en la que ambas
cantidades sean perfectos cuadrados y estén separadas por un signo de resta.
Eiemplo:
Factorizar x> — 9
Podemos reconocer que x2 es un cuadrado perfecto (es decir, x? = (x)?) y 9 también es un
cuadrado perfecto (porque 9 = 32).
Por lo tanto, aplicamos la férmula de la diferencia de cuadrados:

x2—9=(x+3)(x—3)
De esta manera, hemos factorizado la diferencia de cuadrados x? — 9 como el producto de
dos binomios (x + 3)(x — 3).
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Unidad 3

Ecuaciones

Ecuaciones de Primer grado

Se denomina ecuacion de primer grado o lineal a una igualdad que tiene una o mds variables
elevadas a la primera potencia (es decir, elevada a la potencia uno). Resolver una ecuacién
lineal significa encontrar el valor, o los valores, de las variables con los que se verifica dicha

igualdad.

Por ejemplo: 3x+8=10+x es una ecuacién
Xx = 2 no es solucion pues 32+8+10+2 yaque 14 # 12
x =1 essolucidon pues 31+8=10+1 yaque 11 =11

Resolucion de ecuaciones de Primer grado

Para resolver ecuaciones de primer grado con una incégnita lo que se hace, de ser posible, es
despejar la incognita, es decir realizar en la ecuacién las operaciones convenientes con el
objetivo de que la incégnita quede igualada a su valor.
Veamos un ejemplo: 5x+4=14
para hallar el valor de “x” debemos buscar un nimero que sumado (o restado) al “+4”, se
transforme en el elemento neutro de la adicidn (es decir, en 0). Debe realizarse la misma
operacion en ambos miembros para no alterar la igualdad. Entonces restaremos 4:

S5x+4—-4=14—-4
Asi nos queda

5x =10

Ahora debemos dividir al 5 por un nimero que lo transforme en el elemento neutro de la
multiplicacién (es decir, en 1), también en ambos miembros para no alterar la igualdad.

O sea
5 10
hlnircy
y hos queda que x = 2, es la solucidn de la ecuacién, ademas podemos verificar que:
524+4=14
14 =14

Este procedimiento de realizar las operaciones opuestas se lo conoce como “despejar” el valor
de x. Y abusando del lenguaje matematico se dice que los numeros “pasan sumando,
restando, multiplicando o dividiendo” segin corresponda.
Como procedimiento practico y utilizando el “pasaje de términos” su solucién seria:
5x+4=14
S5x=14—-4
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Ejercicios resueltos
1) Hallar el valor de x que verifica la siguiente ecuacion:

—10x + 26 = 2x + 14
Primero agrupamos en un miembro todos los términos que posean la incognita y del otro

lado los términos que no la posean
—10x —2x =14 — 26

Realizamos operaciones de suma y/o resta de ambos lados de la igualdad:

—12x = —12

12

YT
x=1

Siendo x = 1 la solucion de la ecuacién.
Verificamos:
-10.1+26 =21+ 14
16 =16
y asi se verifica la igualdad.

2) Hallar, si existe, el valor de x que verifica la siguiente ecuacion:
6x—8+6x—9 3x — 2
2 3 4

Podemos comenzar distribuyendo los denominadores correspondientes

6x 8 N 6x 9 3x N 2
2 2 3 3 4 4
Simplificamos

3 1
3Ix—4+2x—3——x+-=2

4 2
Agrupamos
3x+2 3 =2 ! +4+4+3
X X 4x = >
Operamos
17 _ 17
"7
Despejamos x
_ 17 17
*T g
x=2

Verificamos
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6-2—8+6-2—9 3:2-2
2 3 4

+

TN
w| w
[
ENJINN
Il
N

3) Hallar, si existe, el valor de x que verifica la siguiente ecuacion:

2(x+3) 5(—x—-2) 4(x-3)
0 " 5 2

Para resolver esta ecuacién podemos comenzar aplicando propiedad distributiva de la
multiplicacién respecto a la suma, en el numerador:

2x+6+—5x—10_4x—12
10 5 2
Luego hay varios caminos para continuar, podemos distribuir el denominador en la suma o

en la resta, seglin corresponda, o bien podemos sacar un denominador comun (como suma
de fracciones) o en forma similar multiplicar ambos miembros por un nimero multiplo de
todos los denominadores.

Si optamos por esta ultima propuesta y multiplicamos por 10 (por ser multiplo de 10, de 5
y de 2) a ambos lados de la igualdad

0 <2x+6+—5x—10>_ 10 (4x—12)
10 5 B 2

distribuimos
2x+6)+2-(—5x—10)=5-(4x —12)
operamos
2x +6—10x — 20 = 20x — 60

Ahora se transforma en una ecuacién similar al ejemplo 2

2x —10x — 20x = —60 — 6 + 20

—28x = —46
—46
*= 28

23

YT 1

4) Realizar el planteo correspondiente y resolver

La suma de 3 numeros consecutivos da como resultado 75. ¢ Cudles son dichos numeros?

Solucién: primero pasamos el enunciado del lenguaje coloquial al simbélico:
La suma de 3 nimeros consecutivos sera: x + (x + 1) + (x + 2), donde x representa uno

de los numeros buscados y esto serd igual a 75.

x+x+1)+(x+2)=75
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Eliminamos los paréntesis de acuerdo con el criterio visto en la Unidad 1.

x+x+14+x+2=75
Agrupamos convenientemente:

3x+3=75
3x =75-3

72

X=3

x =24

Si x = 24, entonces los tres niUmeros consecutivos seran: 24,25 y 26.

Ecuaciones de segundo grado

Las ecuaciones cuadraticas o ecuaciones de segundo grado son aquellas en donde el
exponente de la variable o incdgnita esta elevado al cuadrado, es decir, la incégnita esta
elevada al exponente 2.

La forma general de la ecuacidn es: ax?+bx+c=0 con a#0, b,c eR.

Resolucién de ecuaciones de Segundo grado
Formula resolvente
Se puede demostrar que para dar solucidn a la ecuacién
ax’*+bx+c=0
se puede aplicar la siguiente formula, llamada férmula resolvente es la que permite hallar, si

tiene, la o las soluciones de la misma:

—b + Vb? — 4ac
2a

X12 =

Si analizamos la expresidon que se encuentra dentro la raiz cuadrada de la férmula
resolvente nos encontramos con la expresion: b2 — 4ac que se denomina Discriminante,
consideramos entonces los siguientes tres casos:

v’ Sib% — 4ac esigual a cero, la ecuacidn tiene una Unica solucién Real (doble).

v’ Sib% — 4ac es mayor que cero, la ecuacion tiene dos soluciones reales y distintas.

v’ Sib% — 4ac es menor que cero la ecuacién no tiene solucién en R .
En consecuencia, las ecuaciones cuadraticas podran tener a lo sumo dos raices reales.
La ecuacion puede presentarse en forma completa o incompleta. Segin su forma de expresién
es conveniente una u otra forma de resolucién, veamos algunos ejemplos.

Ejercicios resueltos
Veamos dos ejemplos de ecuaciones cuadraticas incompletas, en los que ademas de resolver

la ecuacién con la formula resolvente, es posible hacerlo por otro camino.

Ejemplo 1: Resolver 4x? — 64 = 0
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Esta es una ecuacion cuadratica incompleta porque el coeficiente b = 0, su forma
de resolucion es simplemente despejar la incégnita x.

4x% — 64 =0
4x? = 64
x? =16
aplicando la raiz cuadrada en ambos miembros
Va2 =16
Utilizando la propiedad de que paratodo a € R: Vaz = |a|, escribimos
x| = 4
Por lo tanto, las solucionesson x =4 6 x = —4.

La verificacién queda a cargo del alumno.

Observacion: El médulo es muy practico para despejar potencias pares teniendo en cuenta
que sin es par Vx™ = |x| (sin embargo, sin es impar Vx" = x).

Ejemplo 2: Resolver x? + 6x = 0

Ejemplo 3:

Ejemplo 4:

Esta ecuacion de segundo grado también se denomina incompleta porque ¢ = 0.
Una forma de resolverla es sacando factor comun la variable x

x2+6x=0

x(x+6)=0
y recordando que si un producto es igual a cero es porque alguno, o ambos,
factores son cero.

x=0 6 x+6=0

siendo las solucionesx =0 & x = —6, simbdlicamente S = {—6;0}.
La verificacién queda a cargo del alumno.

Resolver x2 —6x +8 =10
Se trata de una ecuacidon completa por tener todos sus términos distintos de cero.
La resolucidn, aplicando la férmula resolvente, siendoa =1, b = —6yc =8
—b £ Vb2 — 4ac
*12 = 2a
—(-6)++/(-6)>—4-1-8
X1,2 = 51
6+2
_6%V36-32 6xVEd 6+2 |5 4
12 = 2 ~ T2 2 T )6-2
2

Siendo entonces el resultado x =2 6 x = 4, simbdlicamente S = {2; 4}.
Verificamos:

Six=2=22-6:24+8=4-12+8=0
Six=4>42-6-4+8=16—-24+8=0

Resolver (x +3)?2—4(3x —5) = (2x +4)(2x — 4)
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Para empezar, debemos desarrollar el cuadrado del binomio del primer término a
la izquierda y aplicar la propiedad distributiva al segundo término. Por otro lado,
podemos resolver la diferencia de cuadrados del término a la derecha o
simplemente aplicar propiedad distributiva. Comencemos:
(x+3)2-4Bx—-5)=2x+4)(2x — 4)
x2+2:3-x+32—-12x+ 20 = (2x)%? — 42
Realizamos los productos y potencias
x2+6x+9—12x + 20 = 4x2 — 16

Pasamos todo al lado izquierdo

x24+9—6x+20—4x>+16=0
Obtenemos una ecuacion cuadratica completa por tener todos sus términos
distintos de cero

—3x2—-6x+45=0

La resolucidn, aplicando la férmula resolvente, siendoa = —3,b = —6yc = 45
—b +Vb? — 4ac
*12 = 2a
—(6) £V(=6)> —4-(=3) 45
e 23
6 + 24
6+V36+540 6+V576 624 g =7
¥12 = ~6 T 6 | -6 ) 6-24
_6 =

Siendo entonces el resultado x = —5 6 x = 3, simbdlicamente S = {-5; 3}.



Unidad 4
Rectas

En esta unidad se estudiardn las rectas, tanto desde el punto de vista analitico, a través de sus
ecuaciones, como desde el punto de vista grafico. Para ello, es importante entender en qué
espacio se representan: el plano cartesiano.

Pero para construir ese plano, primero necesitamos el sistema de ejes. El sistema de ejes
cartesianos fue creado por René Descartes en el siglo XVIl y permite localizar cualquier punto
en el plano usando solo dos numeros, llamados coordenadas. Esta formado por dos rectas
numeéricas que se cortan perpendicularmente:

e Una horizontal, llamada eje x o eje de abscisas.

e Unavertical, llamada eje y o eje de ordenadas.
Estas dos rectas se cortan en un punto llamado origen, que tiene coordenadas (0; 0).
Cada punto en el plano se ubica indicando dos coordenadas:

e La primera sefiala la posicién sobre el eje x (a la derecha o a la izquierda del origen).

e Lasegunda indica la posicidn sobre el eje y (hacia arriba o hacia abajo del origen).
Este sistema de coordenadas no solo se utiliza en Matematica, sino también en otras
disciplinas como Fisica, Geografia, Disefio y hasta en programacién de videojuegos, ya que
permite representar posiciones y trayectorias con claridad y precisién.

Por ejemplo, el punto (4; 2) estd 4 unidades a la derecha del origen y 2 unidades hacia arriba,
como se muestra en el siguiente grafico.

eje y 6 eje de las ordenadas

2--———————’
1
1
i
1

5 6 7 8 9 10 1 1

-1 eje x o-eje de las abscisas

=2

Comprender el plano cartesiano sera fundamental para poder graficar rectas y estudiar sus
propiedades en los préximos apartados.
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Ecuacion de la recta

Las rectas pueden ser expresadas mediante la ecuaciéon y = ax + b; donde: a y b son
numeros reales.

v a se llama pendiente de la recta.
v" b se llama ordenada al origen.

Para cada valor asignado a la variable x, existe un valor correspondiente de y, por lo que se
forma un par ordenado (x; y) que puede representarse en el plano cartesiano.

En particular, si x = 0, entonces y = b. Por lo tanto, el punto (0; b) es un punto efectivo de
la recta y se ubica sobre el eje de ordenadas.

La pendiente a esta relacionada con la inclinacion de la recta respecto al eje x, como veremos
a continuacion.

Es importante destacar que no todas las rectas pueden expresarse en esta forma. Mas
adelante, estudiaremos otras ecuaciones que también representan rectas.

Primero veamos como graficar rectas cuando se conoce su pendiente y su ordenada al origen,
es decir, cuando se conoce su expresion y = ax + b. Existen varias formas de graficar una
recta. Tengamos en cuenta que, con al menos dos puntos de la misma, ya es posible
representarla graficamente.

Para graficar una recta algunas de las opciones son las siguientes:

Grafico de la recta a partir de una tabla de valores

Para graficar una recta, se puede construir una tabla de valores asignando distintos valores a
x y reemplazéndolos en la ecuacion de la recta para calcular los correspondientes valores de
y. Con al menos dos puntos obtenidos de esta manera, es posible trazar la recta en el plano
cartesiano.

Ejemplo 1:

Graficar la recta: y=2x—3

Realizamos una tabla en la que elegimos en forma arbitraria los valores de "x", y completamos
el valor de "y" de acuerdo con la expresién dada, también escribimos en este caso el punto
obtenido y luego graficamos.

x y=2x-3 (xy)

-1 2(-1)—-3=-5 (-1;,-5)

0 | 2000-3=-3 (0; —3)

1| 21)-3=-1 (1;-1)
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Luego de graficar la recta a partir de la tabla de valores, se observa que la recta intersecta al
eje de ordenadas en el punto (0;—3). Este punto corresponde al valor del término
independiente de la ecuaciéon b = —3. También se puede ver en el grafico que por cada unidad
que se avanza hacia la derecha sobre el eje x, se suben 2 unidades sobre el eje y. Esto refleja
gue la pendiente de la recta es positiva y su valor es 2.

Ejemplo 2
. 2
Graficar la recta: y=—=-X 2
3
x y=—=x (xy)
3
-3 2 (-3;2)
0 0 (0; 0)
3 -2 (3;-2)
Ay
3_
2_
1_
. X
4 -3 -2 1 2 3 4
_'] 4
_2_
_3_
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. 2 .
Luego de graficar larecta y = —5xa partir de la tabla de valores, se puede observar que la

recta pasa por el origen, es decir, por el punto (0,0). Esto se debe a que no hay término
independiente en la ecuacién, es decir, b = 0.

Ademas, si se miran los puntos del grafico, se nota que por cada 3 unidades que se avanza
hacia la derecha sobre el eje x, se bajan 2 unidades sobre el eje y. Este comportamiento nos

indica que la pendiente es negativa, y mds especificamente, que su valor es — >

Ejemplo 3
Graficar la recta: y=3

En este caso, si hiciéramos una tabla de valores, cada valor arbitrario de x tendria el mismo
valor de y asignado. Dicho de otra manera, todos los puntos tienen el mismo valor de y, sin
importar qué valor tome x. En consecuencia, el grafico nos queda de la siguiente manera:

T

Y

El grafico pasa por el punto (0; 3), sobre el eje de ordenadas, y es una recta horizontal. Esto
se debe a que la ecuacién no contiene el término con x, por lo tanto, la pendiente es cero. En
el gréfico se puede ver claramente que, al avanzar cualquier cantidad sobre el eje x, el valor
de y permanece constante: siempre es 3. Es decir, la pendiente nula, indica que la recta no
sube ni baja: se mantiene constante a lo largo del eje x.

En resumen: {Qué observamos hasta ahora al graficar rectas con tabla de valores?

e Cuando la pendiente a es positiva, la recta es ascendente: al graficarla de izquierda a
derecha, sube.

e Cuando la pendiente a es negativa, la recta es descendente: al avanzar hacia la
derecha, la recta baja.

e Si la pendiente es nula (es decir, a = 0), la recta es horizontal: no sube ni baja,
permanece constante.

e En todos los casos, el punto (0;b) corresponde a la interseccidon con el eje de
ordenadas (también llamado ordenada al origen).
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Estas observaciones nos permiten interpretar como se comporta una recta solo con mirar su
ecuacion.

Grafico de la recta con pendiente y ordenada

Hasta ahora vimos cémo graficar una recta construyendo una tabla de valores. Sin embargo,
existe otra forma muy util y rapida: usar directamente la pendiente y la ordenada al origen
que aparecen en la ecuacién y = ax + b.

Comenzando con la ordenada al origen, se posiciona inicialmente el punto (0; b) en el plano.
Luego se aplica el desplazamiento correspondiente utilizando la pendiente a.

Ejemplo 4:
Graficar la recta de ecuacion y = —%x +2

En la ecuacidn de la recta observamos que b = 2, por lo tanto, el punto (0; 2) pertenece al
grafico de la misma, lo graficamos:

”™

s51Y
4
3
20
y
X\
o 1 2 3 4 5 6
-
. 1 - . .
La pendiente de larectaesa = — > lo cual indica que, por cada unidad que se avanza hacia la

derecha en el eje x, el valor de y disminuye un tercio de unidad. Esto se puede interpretar
cono que se trata de una recta descendente con un desplazamiento proporcional: por cada 3
unidades que se avanza hacia la derecha, se baja 1 unidad.

Como se indica en el grafico con linea punteada y flechas, el movimiento sera: tres unidades
hacia la derecha y una unidad hacia abajo.
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5/\
y
4
3
2@-------- -
i
1 Y
X\
1 0 1 2 3 4 5 6
-1
-2

Una vez realizado ese recorrido, llegamos al punto (3; 1). Finalmente, trazamos la recta que
pasa por ambos puntos.

1
y=—sx+2

Ejemplo 5:
Graficar la recta de ecuacion y = %x -1

En la ecuacion de la recta observamos que b = —1, por lo tanto, el punto (0; —1) pertenece
al grafico de la misma, ya tenemos un primer punto para ubicar en el plano.

. 1 - . .
La pendiente de la recta es a = > lo cual indica que, por cada unidad que se avanza hacia la

derecha en el eje x, el valor de y aumenta media unidad. Esto se puede interpretar como una
recta ascendente, con un desplazamiento proporcional: por cada 2 unidades que se avanza
hacia la derecha, se sube 1 unidad.
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Entonces desde el punto (0; —1) el movimiento serd: dos unidades hacia la derecha y una
unidad hacia arriba. Una vez realizado ese recorrido, llegamos al punto (2; 0). Finalmente,
trazamos la recta que pasa por ambos puntos.

! 1
= —X —
=2
y
4_
3_
2_
‘] 4
0 . X
-4 -3 -2 o 2 3 4 5 B
Ejemplo 6:
Graficar la recta de ecuacion y = 3x — 2
De acuerdo al valor que toma b = —2, la recta pasa por el punto (0; —2).

La pendiente es 3, lo que indica que la recta es ascendente. En este caso, por cada unidad que
se avanza hacia la derecha, se suben 3 unidades. Luego, desde (0; —2), el recorrido seria:
una unidad hacia la derecha y tres unidades hacia arriba, como se muestra en el siguiente
grafico:

Entonces, podemos decir en general lo siguiente
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e Elpunto (0; b) se ubica primero en el plano: es el punto donde la recta interseca al eje
de ordenadas.
e A partir de ese punto, se aplica la pendiente a como una indicacién del
desplazamiento:
o Se avanza una unidad hacia la derecha (sobre el eje x), y luego se sube o baja
segln el valor de la pendiente:
*= Sia es positiva, se sube.
*= Sia es negativa, se baja.
*= Sia escero, no se sube ni baja: la recta es horizontal.

. . L, . 3 .
o Sila pendiente es una fraccion, por ejemplo a = o Se puede interpretar como:

. . . . . 3 .
avanzar 5 unidades en el eje x y subir 3 en el eje y. Si fuera a = — o seria el

mismo desplazamiento horizontal, pero bajando 3 unidades.

Interseccion de la recta con el eje x

Si bien la ordenada al origen nos indica el punto donde la recta corta al eje de ordenadas (es
decir en (0; b)), la ecuacidn y = ax + b no muestra explicitamente en qué punto la recta
intersecta al eje de abscisas.

Sin embargo, suele resultar util conocer dénde la recta intersecta al eje x

Para encontrar esa interseccién (también llamada abscisa al origen), hay que tener en cuenta
que corresponde al valor de x cuando y = 0, es por eso que es necesario resolver la ecuacion

ax+b =0
y despejar x.

Una vez que se conocen las intersecciones con ambos ejes, se pueden ubicar esos dos puntos
en el plano y trazar directamente la recta que los une, sin necesidad de calcular mas valores.

Este método también es especialmente Util cuando se quiere analizar graficamente dénde una
recta corta o toca los ejes del sistema.

Ejemplo 7:

. . s . 1
Hallar la interseccion con el eje x de larectay = —zx+ 2.

Igualamos a cero:

1
—3% +2=0
Resolvemos la ecuacion lineal como vimos en la Unidad 2:
1
—§X =-2
1

()
x=6
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Basandonos en los calculos, hemos identificado un punto por donde pasa esta recta (6;0).
Entonces, considerndo que la recta pasa por (0; 2) y (6; 0) podemos realizar un grafico de la
misma.

Ecuaciones de rectas: distintos casos para hallarlas
Hasta aqui vimos como graficar una recta cuando conocemos su pendiente y su ordenada al

origen, ya sea usando una tabla de valores o aplicando directamente el concepto de
pendiente como desplazamiento.Ahora vamos a ver el proceso inverso, conocidos ciertos
datos, como obtener la ecuacion de la recta.

1. Cuando se conoce la pendiente v la ordenada al origen

Ya vimos que, si conocemos la pendiente a y la ordenada al origen b, la ecuacién de la recta
se puede escribir directamente en la forma:

y=ax+b

. . 1 .
Por ejemplo, sia = -3 b = 2, la ecuacion es:

.
y=-3x

2. Cuando se conoce la ordenada al origen y un punto cualquiera

Si conocemos el valor de b y también un punto (x;;y;) que pertenece a la recta, podemos
determinar la pendiente reemplazando en la ecuacién:

y,=ax;+b
Y luego despejar a, para escribir la ecuacion completa.

Ejemplo:
Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (3; —1) y tiene ordenada b = —2.
Reemplazamos:
—1=3-a—-2

Resolvemos el producto y pasamos el —2

1=3a
Despejamos a

1

3= a
Entonces:

1

y=3x- 2

3. Cuando se conoce la pendiente y un punto cualquiera

Si no conocemos b, pero si la pendiente a y un punto (x;; ¥;), podemos usar esa informacién
para hallarla.
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Sabemos que la ecuacién de la recta es:
y=ax+b
Reemplazamos el punto y la pendiente a:
yi=ax;+b
Despejamos b, y asi obtenemos la ecuacién completa.

Ejemplo:

Hallar la ecuacidn de la recta que pasa por el punto (2; 1) y tiene pendiente a = 3.
Reemplazamos:

1=3-24+0b
Resolvemos el producto
1=6+5b
Despejamos b
—-5=5b
Entonces:
y=3x-5

4. Cuando se conocen dos puntos

El procedimiento en este caso para hallar la ecuacion de la recta es elmas general y se basa en
lo que ya aprendimos: la pendiente indica cuanto varia y cada vez que avanzamos una unidad
en el eje x, entonces, si se conocen dos puntos A: (xy;y;) y B:(x,;y,) sobre una recta, la
pendiente a se calcula con la siguiente férmula:
a= Y2~ N1 (x2 # x1)

X2 — X1
Esta férmula nos dice cuantas unidades sube (si el resultado es positivo) o baja (si es negativo)
la recta en el eje y por cada unidad que avanza en el eje x. Una vez calculada la pendiente,
reemplazamos en la expresién de la recta y = ax + b y usamos uno de los puntos conocidos
para hallar el valor de b, la ordenada al origen.

Ejercicio resuelto:
Determinar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A = (—2;1) y B = (3;5).

5-1
T3
4
a=§

. . 4 - .
Entonces la recta se podra plantear como: y = oX + b . Utilizando cualquier de los puntos

dados, por ejemplo A = (—2; 1), se obtiene:

4
1=§(—2)+b

13

5 =0

42



, . . 4 13 .
Asi la ecuacion de la recta requerida es: y = PR Graficamos.

N

L4

Rectas verticales:
Hasta ahora vimos que para calcular la pendiente entre dos puntos se usa la férmula:

X2 — X1

Pero esta formula no puede aplicarse si x, = x4, ya que el denominador da cero, y la divisidén
por cero no esta definida. Esto sucede cuando ambos puntos tienen la misma coordenada x,
lo que significa que estan alineados en una recta vertical. En estos casos, la pendiente no esta
definida y la ecuacién de la recta no se puede escribir como y = ax + b.

En cambio, su ecuacion es muy sencilla:
X=c
donde c es el valor constante de las coordenadas x.
Por ejemplo, si los puntos son (4,1) y (4, —3), la recta tiene ecuacién x = 4

Este tipo de recta no sube ni baja, sino que se mueve exclusivamente en direccion vertical,
paralela al eje y.
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Rectas paralelas y perpendiculares
Rectas paralelas

Debido a que la pendiente de una recta determina la inclinacién de esta respecto al eje de las
abscisas, es sencillo deducir que dos o mas rectas paralelas tienen la misma pendiente.
Formalmente podemos decir que:

Rl:y=ayx+by y R2:y =ayx+ b, sonparalelas siysdlosi a; = a,.(R1//R2)

y

Ejercicio resuelto:

Verificar que las rectas dadas en el grafico anterior son paralelas.

Se puede observar la recta R1 que pasa por los puntos E = (—=3;1) y F = (1; 3). Su pendiente
se calculara como:

3-1 2 1
MTIT (3T 2
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Y la recta R2 que pasa por los puntos G = (1; —1) y H = (7; 2). Su pendiente se calculard

como:.:
—1-2 -3 1
=TT T 672

1 .
Comoa; =a, = > podemos concluir que las rectas son paralelas.

Rectas perpendiculares

Dos rectas son perpendiculares siy sélo si, la pendiente de una de ellas es inversa y opuesta a
la pendiente de la otra. Formalizando:

R1:y =ayx+ b1y R2:y = a,x + b, son perpendiculares, siy sélo sia; = —ai.
2

Es decir que el producto de las pendientes serd -1. (R1 L R2)

Ejercicio resuelto:

Verificar que las rectas dadas en el siguiente grafico son perpendiculares.

\ s/\ y
R2

F=(-1,3)"

Se puede observar la recta R1 que pasa por los puntos G = (5; 1) y H = (8; 3). Su pendiente
se calculara como:

3—1 2
“178-573
Y la recta R2 que pasa por los puntos E = (3; —3) y F = (—1;3). Su pendiente se calculara
como:
3-(=3) 6 3
RT3 T T 2
2 3. 2( 3 .
Como a; = 3 Y a2 = —3, inversos y opuestos y 5(— 5) = —1, podemos concluir que las

rectas son perpendiculares.
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Unidad 5

Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales de dos incégnitas es un conjunto formado por n ecuaciones
de primer grado, con 2 incégnitas. Resolver un sistema significa hallar valores para cada una
de las incégnitas que verifiquen todas las igualdades simultdneamente. Los sistemas de
ecuaciones surgen en la vida cotidiana. Estos se pueden resolver de forma analitica o forma
grafica. Analicemos el siguiente problema:

En un colegio se elaboran dulce de leche y pan, para recaudar fondos. Por cada kilo de dulce
de leche y de pan que se venden, se tiene una ganancia de 535 y 525, respectivamente.
Analizando lo vendido afios anteriores, se observa que se puede vender el 50% mds de dulce
de leche que de pan. Para el presente afo, los alumnos del colegio quieren obtener una
ganancia total de $15500. ¢ Cudntos kilos de cada producto deben vender?

Solucién. Observemos que hay dos datos que no conocemos, écuales? Los kilos de dulce de
leche y los kilos de pan a vender. Por lo cual, se pueden definir dos incognitas a las que se les
pueden asignar dos letras cualesquiera, para identificarlas llamémoslas x e y :

x: "kilos de dulce de leche"
y: "kilos de pan"

Ahora tenemos que poder plantear ecuaciones que relacionen estas dos incégnitas.
Analicemos el enunciado.

Cuando dice: Por cada kilo de dulce de leche y de pan que se venden, se tiene una ganancia de
S35 y 525, respectivamente. [...] los alumnos del colegio quieren obtener una ganancia total
de $15500.

La primera oracidn nos dice que por cada kilo de dulce de leche se gana $35, como los kilos
de dulce de leche estan representado por la x, podemos escribir 35x. El mismo analisis
podemos hacer para el pan, por lo que podemos escribir 25y. Sabemos que en total queremos
$15500, este total se obtiene sumando lo que ganamos por el dulce con lo que ganamos por
el pan. Por lo tanto, podemos escribir la siguiente ecuacién lineal:

35x + 25y = 15500

Sigamos analizando el enunciado: Analizando lo vendido afios anteriores, se observa que se
puede vender el 50% mds de dulce de leche que de pan. éQué nos dice esto? Que la cantidad
de dulce es mayor a la de pan, écuanto mayor? Para obtener la cantidad total de dulce de
leche hay que sumarle a la cantidad de pan, el 50% de éste. Expresemos esta relacion con una
ecuacion:

x =y +50%y =y + 050y =150y
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En consecuencia, tenemos el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas:

{35x + 25y = 15500

x =15y
Hasta este punto, hemos definido las incdgnitas y planteado el sistema de ecuaciones
correspondiente al problema. Ahora, debemos resolverlo para encontrar, si existe, solucion,
es decir, los valores de las incégnitas que satisfacen ambas ecuaciones lineales.

Métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales
Existen varios métodos para resolver un sistema de ecuaciones, dependiendo de cémo se

expresen las ecuaciones y de cudntas sean. En este curso, exploraremos dos de ellos: el
método de sustitucidon y el método de igualacion. A continuacién, desarrollaremos estos
métodos en detalle.

Sustitucidon. En este método, primero se despeja una incégnita en una de las ecuaciones.
Luego, la expresion obtenida se sustituye en la otra ecuacion, permitiendo despejar la segunda
incégnita. Finalmente, se reemplaza el valor hallado en la primera ecuacidn para encontrar la
otra incégnita.

Veamos con nuestro ejemplo como se aplicaria, para empezar, enumeramos las ecuaciones,
esto no es necesario, puede ayudarnos a organizar el procedimiento:

{ 35x + 25y = 15500 (D)
x =15y (ID)

Una simple inspeccién del sistema nos permite ver que, en este caso particular, en la ecuaciéon

(II) la incognita "x" ya esta despejada, entonces directamente pasamos a sustituir su
resultado en la ecuacién (I) de la siguiente manera:

35- (1,5y) + 25y = 15500

“o__»n

Se observa que llegamos a una ecuacién con una Unica incégnita “y”, que ya aprendimos a
resolver en la Unidad 2. La resolvemos:

Realizamos el producto del primer término

52,5y + 25y = 15500

Sumamos términos semejantes

77,5y = 15500

Despejamos y

_ 15500
Y =775
y = 200

Este niumero en términos del problema nos dice que hay que vender 200 kilos de pan. Luego,
con este valor reemplazamos en la ecuacion (II) para obtener los kilos de dulce de leche:
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x = 15200
x = 300

Este nUmero nos dice que hay que vender 300 kilos de dulce de leche. Para finalizar escribimos
la respuesta a la pregunta del problema, la cual decia: ¢ Cudntos kilos de cada producto deben
vender? La respuesta es: se deben vender 300 kilos de dulce de leche y 200 kilos de pan para
poder obtener una ganancia de $15500.

¢Cémo verifico que la respuesta esta bien? Tenemos que reemplazar estos dos valores en las
ecuaciones originales y chequear que se cumpla la igualdad.

35x + 25y = 15500

x=15y y obtuvimos que x = 300 y que y = 200.

Las ecuaciones originales: {

Verifiquemos la primera ecuacion:

35+ 300 + 25- 200 = 10500 + 5000 = 15500 v

Y verificamos la segunda ecuacion:
x=15-y=15-200=300V

Igualacidn. En este método, primero se despeja la misma incégnita en ambas ecuaciones,
obteniendo dos expresiones equivalentes. Luego, se igualan estas expresiones y se resuelve
la ecuacion resultante para hallar el valor de una incégnita. Finalmente, se sustituye este valor
en una de las ecuaciones originales para encontrar la otra incognita.

Resolvamos ahora nuestro ejemplo con este método

{ 35x + 25y = 15500 (1)
x =15y (1D

Considerando que ya tenemos despejada la x de la ecuacion (II), despejamos la misma
incognita de la ecuacion (I).

_ 15500 — 25y
x= 35

Podemos mejorar esta expresidn distribuyendo el denominador

_ 15500 25y
*=735 35
Y simplificar convenientemente
3100 5
=Y

Luego igualamos ambas ecuaciones que expresan a x en funcion de y:

3100 5

1,5y =————=
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Podemos expresar el decimal como fraccién y resolvemos esta ecuacién para obtener el valor
dey.

3 3100 5
277 77
3 5 3100
277 T
31 3100
@7
3100 14
T
y =200

El que asi lo desea, puede trabajar con numero decimales.
A continuacion, reemplazamos el valor de y en cualesquiera de las dos ecuaciones de x y
calculamos su valor:

x=15y=15"-200-x=300

Obtenemos el mismo resultado que al resolverlo por el método de sustitucién.

Tipos de soluciones

No siempre el sistema tiene una Unica solucién. Puede pasar que no exista solucion al
problema planteado o que haya infinitas. Dependiendo de la cantidad de soluciones los
sistemas de ecuaciones se pueden clasificar en:

Sistemas compatibles: tienen solucidn.

e Determinado (SCD): dicha solucidn es Unica.
¢ Indeterminado (SCI): hay mas de una solucién.

Sistema incompatible (SI): no tiene solucion.

Ejercicios resueltos
Vemos unos ejemplos

3x+2y=4

Ejemplo 1: {Sx _ 2y =3

Podemos resolverlo analiticamente aplicando por ejemplo el método de sustitucion. Primero
debemos despejar una de las incdgnitas de alguna de las dos ecuaciones, en este caso
elegimos despejar y de la primera ecuacion

3Ix+2y=4
2y =4 —3x
_4-3x
Y=
4 3x
y=3"72
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3
y=2-— Ex
Sustituimos en la segunda ecuacién
5x -2y =3
3
sx—2-(2-22) =3
Aplicamos distributiva

5 —4+4+3x=3
Y despejamos x

—4+8x=3
8x =3+4
8x =7

7
*=3

El valor de y, lo obtenemos reemplazando en cualquiera de las dos ecuaciones originales o
directamente en el primer despeje realizado:

37 21 11

28 7 16 16
La solucidn es Unica, ya que hay un Unico valor para x y un Unico valor de y. Por lo tanto,
tenemos un sistema compatible determinado.
3x+2y=4

S5x — 2y =3’ y obtuvimos que x =§ v que y _ 1

Las ecuaciones originales son:{ P

Verifiqguemos la primera ecuacion:

; 7+2 11_21+11_32_4
8 16 8 8 8

Y verificamos la segunda ecuacion:

. . 3x+2y=4
Ejemplo 2: {15x +10y = 20
Aplicando el método de igualacién, despejamos de ambas ecuaciones la misma incdgnita, por
ejemplo, x:
3x+2y=4 (D
{15x + 10y =20 (II)
De ()
3x+2y=4
3x=4-2y
_ 4 —2y
¥=73
4 2
X=373Y
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De (II)

Igualamos los resultados obtenidos

15x + 10y = 20
15x =20 — 10y
20 — 10y
ST
20 10
*=15 157
4 2
Xx=373
4 2 4 2
373753737

Si observamos esta igualdad con atencion, se puede ver que cualquiera sea el valor real de v,
se verifica la igualdad. No obstante, si continuamos con el despeje:

sellega a

2 2 4 4

3 3 3 3

0=0

Esta igualdad indica que el sistema es compatible indeterminado, es decir, tiene infinitas
soluciones. Ademds, muestra que una de las ecuaciones no aporta informacién adicional, ya
que ambas son multiplos escalares, si a la ecuacidon (I) la multiplicamos por 5 nos da
exactamente la ecuacion (II). Por lo tanto, el sistema puede resolverse considerando solo una
de ellas. Entonces, ¢cdmo escribimos la solucidn? Hay varias formas, la mas sencilla es:

Solucién: el sistema es compatible indeterminado, y las infinitas soluciones se obtienen de

4-2
szyconye[R{.

S5y =4-—2x

Ejemplo 3: {6x 220 =15y

Aplicamos el método de igualacidn, despejamos de ambas ecuaciones la misma incégnita, en

este caso, y:

{

De (D)

De (II)

S5y =4—-2x (D

6x — 20 = —15y (II)

5y =4 —2x
4 — 2x

y= 5
4 2

y=575*
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TR
2 N 4
5573
lgualando los resultados obtenidos luego de despejar y se tiene que
4 2 2 N 4
5 5 573

Si analizamos esta igualdad con atencidn, podemos notar que no se cumple para ningun valor

real de x. Sin embargo, si continuamos con el despeje:

2 2 4 4
—X——X=5—=

5 5 3 5

0_8
15

iEsto es un absurdo! Esta contradiccion indica que el sistema no tiene solucidn, es decir, es
incompatible. Entonces, icdmo escribimos la solucién?
Solucidn: es un sistema incompatible, S = @.

Ejemplo 4: Veamos otro ejemplo

3(x—§)—9=0

2(y—§)=x—10

En este caso aplicamos el método de sustitucién para afianzar mejor su comprension.

Enumeremos las ecuaciones:

3(x—§)—9=0 )

2(y—%)=x—10 (11)

Trabajemos con la ecuacion (I):

Primero aplicamos distributiva
Y ahora despejamos y

Sustituimos en (1)
2(3x—9—f) =x—10
2
Aplicamos distributiva
6x —18—x=x—-10
Y ahora despejamos x
6x —x+x=18-10

6x = 8
_8
*=%
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Entonces el valor de y es:

34 9=
3 _y

5=y
Ejemplo 5: Finalmente, veamos una situacién problemdtica.

Un transportista lleva en su camioneta sacos de arroz de dos pesos distintos. Los sacos grandes
tienen un peso de 30 kg, mientras que los pequenos pesan 15 kg. El conductor recuerda que el
numero de sacos pequerios es el doble del de sacos grandes, y que el peso total de la mercancia
es de 600 kg.

Solucién. Primero definimos las dos incégnitas del problema, a las que se les pueden asignar
dos letras cualesquiera, Ge P :

G: "cantidad de sacos grandes"
P:"cantidad de sacos pequenos"

Ahora tenemos que poder plantear ecuaciones que relacionen estas dos incégnitas. Si
analizamos el enunciado, vemos que se conocen el peso de cada saco grande: 30 kg y el de
cada saco pequefio: 15 kg, asi como también se conoce el peso total que es de 600 kg,
entonces podemos plantear una ecuacién que vincule estos datos considerando que G sacos
grandes pesaran 30G kg y que P sacos pequefios pesaran 15P kg, si sumamos estas
cantidades nos dard el peso total, es decir.

30G + 15P = 600
Por otro lado, el enunciado dice que el numero de sacos pequeiios es el doble del de sacos
grandes, matematicamente escribimos:
P =2G
Y asi tenemos nuestro sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:
30G + 15P =600 (D
{ P =2G (ID

Si reemplazamos la ecuacion (II) en la (I) se obtiene la siguiente ecuacién
30G +15-2G = 600
Resolvemos
306G + 30G = 600

60G = 600
G = 600/60
G =10

¢Cuantos sacos de cada tipo que se transportan? Transportan 10 sacos grandes y por lo
tanto 20 sacos pequeios.
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Unidad 6

Geometria

En esta unidad, nos adentraremos en el estudio de conceptos fundamentales de la geometria.
Retomaremos ideas ya trabajadas en unidades anteriores, como los puntos y las rectas, y al
mismo tiempo incorporaremos nuevos contenidos, profundizando en sus definiciones y
propiedades. Nos enfocaremos especialmente en las figuras planas, con particular atenciéon
en los cuadrilateros y los tridngulos. Este recorrido servird como preparacién para la ultima
unidad, donde exploraremos en mayor profundidad los tridngulos rectdngulos y sus
caracteristicas.

Punto y recta

¢Qué es un punto?

Un punto es el elemento mas bdsico de la geometria. Representa una posicidon exacta en el
espacio, carece de dimensidn y constituye la base sobre la cual se construyen todas las demas
figuras geométricas. Es una referencia fundamental en geometria que nos permite describir y

estudiar las relaciones espaciales entre objetos. A
o

é¢Qué es una recta?

Una recta es una sucesién continua e infinita de puntos que estan perfectamente alineados
en una misma direccidén. Es un objeto geométrico unidimensional y no tiene curvatura ni
limites, por lo tanto, no se puede medir su longitud.

v

ra
<

Mas definiciones

v' Semirrecta: Es una parte de una recta que tiene un punto origen, pero no tiene un final

definido. No se puede medir. /

0]

v Segmento: Un segmento es una porcion finita de una recta que tiene un punto de inicio y
un punto final claramente definidos. Es posible medir su longitud.
B

A/

v Poligonal: Una poligonal es una sucesién de segmentos de recta que estan conectados
uno tras otro, pero no necesariamente estan alineados. Puede ser abierta, cuando al
menos uno de sus extremos estd desconectado, o cerrada, cuando el primer extremo se
une al ultimo. Si es cerrada, la poligonal forma una figura plana llamada poligono.
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Poligonal Poligonal
abierta cerrada

70

v' Curva: Una curva estd formada por puntos que no estdn alineados en una misma
direccidon. Puede ser una curva abierta, en la que los extremos no estdn conectados,
una curva cerrada, en la que los extremos estdn conectados, o una curva mixta, que
estd formada por una combinacidn de segmentos y tramos curvos unidos.

Abierta Mixta

Cerrada

Posiciones relativas de dos rectas:

e Dos rectas en un mismo plano son paralelas si tienen la misma direccién y nunca se
cruzan es decir no tiene ningln punto en comun esto implica que a lo largo de toda su
extension las rectas mantienen una distancia constante entre si.

e Dos rectas son secantes si se cruzan en algun punto comun.

e Dos rectas en un mismo plano son perpendiculares si forman cuatro angulos rectos en el
punto donde se cruzan.

Paralelas Secantes  Perpendiculares
.
§ !

m

Angulos

Para medir angulos utilizaremos el sistema de grados sexagesimales. Este sistema se basa en
la division de un angulo llano en 180 partes iguales, cada una de las cuales se denomina grado
y se anota con el simbolo °. A su vez, cada grado, a su vez, se divide en 60 minutos ('), y cada
minuto se divide en 60 segundos ().

Este método de medicion se utiliza ampliamente en disciplinas como la navegacion, la
astronomia, la ingenieriay la fisica, ya que permite expresar con precisién y de forma universal
las medidas angulares que emplearemos en este curso.

55



Clasificacién de los dngulos
Antes de comenzar a resolver situaciones que involucren angulos, es importante conocer

como se clasifican segin su medida. A continuacidn, presentaremos las distintas clases de

angulos, acompanadas de graficos que facilitaran su identificacidn.

Clasificacion de los angulos

Nulo Agudo Recto
a=0° 0°<a<o9oe a =90°
O >
59°39" 90°
Obtuso Llano Completo
90° < @ < 180° a =180° a = 360°

L

127°39 *

Una vez que conocemos los distintos tipos de angulos, es fundamental comprender algunas
relaciones que pueden establecerse entre ellos. Estas relaciones aparecen frecuentemente al
trabajar con figuras geométricas y nos permiten deducir medidas y resolver problemas con
mayor facilidad.

Relaciones entre angulos
En esta seccidn exploraremos tres casos particulares: los dangulos complementarios,

suplementarios y los opuestos por el vértice.

Angulos complementarios

Se denomina dngulos complementarios a aquellos cuya suma de medidas es igual a 90 grados
sexagesimales. Esta relacién puede establecerse entre dos angulos contiguos o no contiguos,
y se utiliza con frecuencia en la resolucién de problemas geométricos que involucran el dngulo
recto como referencia. Por ejemplo:
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Qj/

5239’

Angulos suplementarios

Dos angulos son suplementarios cuando la suma de sus medidas es igual a 180 grados
sexagesimales. Esta condicidon puede presentarse tanto en angulos adyacentes, que forman
un angulo llano, como en angulos independientes cuya suma total cumple dicha relacion. Por
ejemplo

Angulos opuestos por el vértice

Cuando dos rectas se intersecan, se generan cuatro angulos. Los angulos que se encuentran
enfrentados entre si con respecto al punto de interseccion se denominan dngulos opuestos
por el vértice. Estos angulos son congruentes, es decir, poseen la misma medida, y se
caracterizan por no compartir lados, aunque si un vértice comun. Por ejemplo:

Tridngulos

Un tridngulo es un poligono formado por tres segmentos de recta, llamados lados, que se
intersectan de a dos en tres puntos distintos llamados vértices. Estos lados delimitan tres
angulos interiores.

Propiedad fundamental de los dngulos interiores
e Lasuma de los angulos interiores de cualquier triangulo es siempre igual a 180°.

Clasificacién de los tridngulos
Los triangulos pueden clasificarse:

e Segun sus lados

e Segun sus angulos
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Tipo de

Criterio ., Caracteristicas Grafico
triangulo
"
o Tiene tres lados iguales y
Equilatero . . . »* X
tres dngulos iguales de 60°.
W
Segun sus . -
Isésceles Tiene dos lados iguales y
lados dos dngulos iguales.
Tiene los tres lados
Escaleno desiguales y los tres
angulos distintos.
B Tiene tres angulos agudos,
Acutangulo ) .
es decir, menores a 90°.
Segun sus i Tiene un angulo recto (de
, Rectangulo B .
angulos 90°) y dos angulos agudos.

Obtusangulo

Tiene un angulo obtuso, es
decir, mayor a 90° y menor
a 180°.

A
A
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Perimetro y area de tridngulos

Perimetro

El perimetro de un tridangulo es igual a la suma de las longitudes de sus tres lados.
Area

El drea de un tridangulo se calcula multiplicando la longitud de la base (b) por la altura
correspondiente (h) y dividiendo el resultado entre 2. La altura es la longitud del segmento
perpendicular trazado desde un vértice al lado opuesto o a su prolongacién.

a . c y b.h
=—
b

Dado el siguiente triangulo, hallar perimetro y superficie

7 em

11 em
Para hallar el perimetro debemos sumar los tres lados que son dato del problema de acuerdo

con la figura de analisis:

Ejercicio resuelto:

P=11cm + 11cm + 7,5¢cm = 29,5cm

Para hallar drea o superficie utilizamos la férmula ya que la base y la altura son dato del

problema de acuerdo con la figura de analisis:
1lem-7cm )
A=——=38,5cm
2
Cuadrilateros
Los cuadrilateros son poligonos de cuatro lados.

Propiedad fundamental de los dngulos interiores
e La suma de los dangulos interiores de cualquier cuadrildtero es igual a 360°.

Clasificaciéon de los cuadrilateros

Paralelogramos: los paralelogramos son cuadrildteros que tienen sus lados opuestos
paralelos entre si. Se clasifican en

v' Cuadrado: Sus cuatro lados son iguales y tiene cuatro angulos rectos.

v Rectangulo: Tiene dos pares de lados iguales y los 4 dngulos rectos.
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v" Rombo: Sus cuatro lados son iguales y tiene angulos opuestos
iguales ademds las diagonales de un rombo se cortan
perpendicularmente en su punto medio.

Trapecios: Cuadrildteros que tienen dos lados paralelos, llamados base mayor y base menor.
Se clasifican en

v Trapecio rectangulo: Tiene un dngulo recto.

v Trapecio isésceles: Tiene dos lados no paralelos iguales.

v Trapecio escaleno: No tiene ningun lado igual ni dngulo

recto.
Trapezoides: Cuadrildteros que no tiene ninguin par de lados
paralelos.
v" Romboide: tiene dos pares de lados consecutivos iguales y dangulos d
opuestos de igual medida se caracteriza porque la diagonal mayor (D) b

corta perpendicularmente a la diagonal menor (d) de en su punto
medio.

Area y Perimetro de figuras planas

El perimetro de una figura plana es la longitud total del contorno de la misma. En otras
palabras, es la suma de las longitudes de todos los lados de la figura. Se expresa en unidades
de longitud como centimetros, metros, etc.

El area de una figura plana es la medida de la superficie cubierta por la misma. Se calcula
mediante formulas especificas para cada figura geométrica. El area se expresa en unidades
cuadradas, como centimetros cuadrados, metros cuadrados, etc.

Comprender estos conceptos es fundamental para resolver situaciones cotidianas y
problemas geométricos, como calcular la cantidad de ceramicos necesarios para cubrir un
piso o el alambre para rodear un terreno.
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Luego de haber trabajado con triangulos, nos enfocaremos ahora en los cuadrilateros,
estudiando cdmo calcular su perimetro y su area segln las caracteristicas de cada tipo.

n: cantidad de lados

FIGURA PLANA PERIMETRO AREA
P=4-1
CUADRADO A=1%
L:lado
, P=2-L+2-1
RECTANGULO A=1L-1
L,l:lados
B .
P=B+b+L+l | a=BETDR
TRAPECIO D 2
B,b,L,l:lados W altura
P=2-B+2-L A=B-h
PARALELOGRAMO E
B, L:lados h:altura
P=4-1 A= b-d
ROMBO <> 2
L:lado D,d:diagonales
P =n- L P . ap
POLIGONO L lado del moli A=—
REGULAR :lado del poligono

ap: apotema
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Unidad 7

Trigonometria

La trigonometria, segun la etimologia de su nombre, se ocupa del estudio y la resolucién
analitica de los tridngulos. Esto significa que, conociendo tres elementos adecuados de un
tridngulo, es posible determinar las dimensiones de los elementos restantes, ya sea la medida
de sus lados o la amplitud de sus dngulos. En esta unidad nos enfocaremos en la aplicacion de
la trigonometria en tridngulos rectangulos. Como vimos en la unidad anterior, un tridngulo
rectangulo es aquel que posee un angulo recto, es decir, un angulo de 90°.En este tipo de
tridngulos, los lados que forman el angulo recto se denominan catetos, mientras que el lado
opuesto al angulo recto se llama hipotenusa.

Razones trigonométricas

En todo tridngulo rectdngulo se cumplen ciertas igualdades que permiten relacionar sus lados
y angulos. Si tomamos como referencia uno de los angulos agudos del tridngulo, podemos
establecer los siguientes cocientes:

a hipotenusa

cateto

90

b
cateto

cateto opuesto al angulo a a
Seno de o = sena = : = -
hipotenusa c
cateto adyacente al angulo a b
Cosenodea =cosa = 4 g = -
hipotenusa c
cateto opuesto al angulo a a
Tangente de o = tga = p g = -
cateto adyacente al angulo a b

Si tomamos como referencia el angulo £, obtenemos los siguientes cocientes:

b _a ¢ b
senf = p cosﬁ—c gﬁ_a

Estas expresiones se conocen como razones trigonométricas, y permiten vincular los angulos
agudos del triangulo rectangulo con la razén (o divisién) entre sus lados.
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Sistemas de medidas angulares

En trigonometria, para expresar la medida de los dngulos se utilizan distintos sistemas. Los
principales son:

e El sistema sexagesimal o inglés

e El sistema centesimal o francés

e El sistema radial o circular
En este curso utilizaremos Unicamente el sistema sexagesimal, cuyo dngulo unidad es el grado
sexagesimal (°). Este sistema divide una vuelta completa de la circunferencia en 360 partes
iguales, y cada una de esas partes corresponde a un grado (1°).
Cada grado se subdivide en 60 minutos ('), y cada minuto en 60 segundos (").
En las calculadoras, este sistema suele identificarse con la abreviatura DEG (de “degree”, en
inglés).

Resolucidn de triangulos rectangulos

Resolver un tridngulo consiste en determinar el valor de sus tres lados y tres angulos.
Un tridngulo queda completamente determinado si se conocen tres de sus elementos,
siempre que al menos uno de ellos sea un lado.
En el caso de los tridngulos rectdngulos, como uno de los angulos ya es recto (90°), para
poder resolverlo es suficiente con:

e Conocer un angulo agudo y un lado, o

e Conocer el valor de dos de sus lados.
A partir de esa informacién, utilizando las razones trigonométricas y el teorema de Pitagoras,
es posible calcular los elementos restantes del triangulo.

Teorema de Pitagoras
En todo tridngulo rectangulo, se cumple una relacidon fundamental entre las medidas de sus

lados:
El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
Sillamamos c a la hipotenusa (el lado opuesto al angulo recto), ay b a los catetos, la expresidn
matemadtica del teorema es:

2 = a? + b?

B

b

Este teorema permite calcular la medida de un lado si se conocen los otros dos, y es una
herramienta esencial para resolver tridngulos rectangulos cuando no se dispone de angulos.

Ejercicios resueltos
Ejemplo 1. ¢(Cudl es la longitud de X en el siguiente tridngulo?
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Considerando que se trata de un tridngulo rectangulo y que dos de sus lados son conocidos,

aplicamos el Teorema de Pitagoras:

X2 =32 442
X2=9+16
X2 =25

X =+25
X=5

Ejemplo 2. {Cudl es la longitud de Y en el siguiente triangulo?

12

Aplicamos nuevamente el Teorema de Pitagoras:

132 =122 4+ Y2
169 = 144 + Y2
25 = Y2
Y =25
Y=5

Ejemplo 3. Resolver el siguiente triangulo rectangulo

42°

20

Angulo a

De acuerdo con lo visto la unidad anterior, en todo tridngulo, la suma de los angulos interiores

es 180°, por lo tanto, en este caso:
a+90°4+42°=180°
a=180°—90°—42°

64



a = 48°

Longitud del lado a. Utilizando el dngulo de 42° y la hipotenusa que mide 8, usamos la razén
trigonométrica coseno:

42° = a
cos =3
Luego despejamos a:
8.cos42°=a
a = 5,95

Para calcular cos 42 °con la calculadora es: H

Recuerda que, al operar con grados sexagesimales, la calculadora debe estar en modo DEG.

Longitud del lado b. Utilizando el angulo de 42° y la hipotenusa que mide 8, usamos la razén
trigonométrica seno:

. b
sen42° = 3
Luego despejamos b:
8.sen42° =
b = 5,35

Para hallar este ultimo valor, se podria haber utilizado también el teorema de Pitagoras:

82 = b? + 5,952
b? = 8% — 5,952
b? = 28,5975
b= (78,5975
b =5,35

Ejemplo 4. Dado el siguiente triangulo, donde x = 10,y = 17. Calcular el dngulo a.

X

En este caso, la incognita es el angulo.
La razdn trigonométrica que relaciona los lados x e y con el angulo « es la tangente:

y
tga = =
gar =7
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tga = 10
a =59°32°4,04"
En una razén trigonométrica, cuando la incégnita es el dngulo, utilizamos la funcién inversa

en la calculadora. Para este caso es:

SHIFT  fan| 17710 E] ]

Ejemplo 5: Resolver la siguiente situacion problematica:

Un dron que vuela a 800 m de altura distingue un objetivo con un angulo de depresion
a=50°15". Determinar la distancia entre el dron y el objetivo.

Realizamos una figura de analisis:

a = 50°1%’

800m

80
sen(50°15") = ——
800 m
~ sen(50°15")

d ~ 1.040,53m
La distancia entre el dron y el objetivo es de 1040,53 m.
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